
 



 
 

 

2 

1- 

 

هترش اسرت     تش اص یک سبًتی ی سش ّش کذام تب خػ کن اًذ کِ فبصلِ هَسچِ سٍی صهیي دس اؼشاف یک خػ ساست ؼَسی قشاس گشفت1331ِ
 تش اص دُ هتش است   دٍ هَسچِ ثیش کن دستی سش  هتش ثبشذ فبصلِ تش اص دٍ سبًتی ی سش ّش دٍ هَسچِ ثیش ثبثت کٌیذ اگش فبصلِ

 ی است!( ًقؽِکٌیذ سش ّش هَسچِ یک )فشض 
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ABCداسین ABCدس هثلث  ِ   کٌرین ترب ًرین    سسن هی ABعوَدی ثش ظلع  B  اص سأس 060 سا دس  BACی  سربص صاٍیر
 قؽع  Eی  سا دس ًقؽِ ABCی  سبص صاٍیِ کٌین تب ًین سسن هی BCَدی ثش ظلع ورع Cچٌیي اص سأس قؽع کٌذ  ّن Dی  ًقؽِ

BEDکٌذ  ثبثت کٌیذ 030  
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aّبی صعَدی دًجبلِی  ّوِ a a, , ,...1 2 iاص اعذاد ؼجیعی سا ثیبثیذ کِ ثشای ّش  3 j,ّربی   علیِ ، تعذاد هقسَمi j    ثرب تعرذاد

ّبی   علیِ هقسَم
i j
a a  ثشاثش ثبشذ  )صعَدی ثَدى دًجبلِ یعٌی اگشi j ُآًگب

i j
a a ) 
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)ی  عذد حقیقی دس ثبصُ nسا ثیبثیذ کِ  nتشیي عذد ؼجیعی کَچک , ّرب صر ش ٍ هوورَن     ٍجَد داشتِ ثبشرٌذ کرِ هوورَن آى    11(
 ثبشذ  21ّب  ّبی آى هشثع
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سًگی هت بٍت اص سٍص قجل داسد   سٍص ّشسًگ هختلف دسآیذ ٍ  nتَاًذ ثِ  ای کویبة است  ایي پشًذُ صیجب هی کوبى ًبم پشًذُ سًگیي

 ام، i،jاًذ: ّیچ چْبس سٍصی دس ؼَل عوش ایي پشًذُ ٍجَد ًذاسد هثل سٍصّبی  ف کشدُشداًشوٌذاى حقیقت جذیذی دسثبسُ ایي پشًذُ ک
k ٍ امl ِام، کi j k l  ایي پشًذُ دس سٍصّبی ٍp ،آمi ٍkسًگ ثِ سًگی هت بٍت اص سٍصّربی   ام ًیض ّنi ٍ امl   ام ثبشرذ  حرذاکثش

 ؟استچٌذ سٍص  n ثشحستؼَل عوش ایي پشًذُ 
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ٍ  Dسا ثِ تشتیت دس ًقبغ  lی  این تب خػ دادُ شذُ اهتذاد دادُ B  ٍCسا ثِ تشتیت اص ؼشف  ABCاص هثلث AB  ٍACاظلان 

E ٌِی  قؽع کٌٌذ  فشض کٌیذ قشیl َدهٌصف ورًسجت ثِ عBC  ًیض اهتذادّبی هزکَس سا ثِ تشتیت دس ًقبغD  ٍE  کٌذ قؽع 

BDگش ثبثت کٌیذ ا CE DE ُآًگب BD CE D E 
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 3390ودومین المپیاد ریاضی کشور، سال بیست دومحل سؤالات مرحله راه
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ثربلای   ؼرشف  ایيخػ ه شٍض قشاس داسًذ  فشض کٌیذ  ؼشف یکهَسچِ  635هَسچِ، لااقل  1331اٍل  ؼجق اصل لاًِ کجَتشی اص  حل ساُ

 کِ دس ثبلای خػ قشاس داسًذ  گیشین هیّبیی سا دس ًظش  خػ ثبشذ  دس اداهِ تٌْب آى هَسچِ

ٍ فشض کٌیذ کِ  نیکٌ یهسا عوَد ثش آى اًتخبة  yسا دس جْت خػ ٍ هحَس  xهحَس 
i i
x y( , هختصربت سرش یرک هَسچرِ دس ثربلای       شگشیًوب (

 داسین کِ: i  ٍjی هختلف  هحَس ثبشذ  دس ایي صَست ثشای دٍ هَسچِ

i j i j i j i j
x x y y x x y y( ) ( )

2 22 2 22 4 4 3  

دس ثبلای خػ داسین کِ  یا هَسچِلزا ثشای ّش دٍ 
i j
x x ، یعٌی: اًذ شذُ هشتت xهختصِ  ثشحست ّب هَسچِپس اگش فشض کٌین کِ  3

x x x x...1 2 3 695  ِ اسررررت  پررررس  3فررررَق لااقررررل  ی دًجبلررررِی ّررررش دٍ ععررررَ هتررررَالی اص   داسیررررن کررررِ فبصررررل

x x695 1 3 694  12اص  تش شیث ّب آىی  هتش فبصلِ داسًذ پس کلاً فبصلِ 12ثیش اص  xدس ساستبی ایي دٍ هَسچِ  وِیدسًت 1200
 هتش است 

ّرن   یا شُیر داشَد کِ ّیچ دٍ  ی هعبدل ایي هی سسن کٌین، فشض هسئلِ هتش یسبًتثِ شعبن یک  یا شُیدادٍم  اگش ثِ هشکض سش ّش هَسچِ  حل ساُ
ًتیورِ   کٌٌرذ  یهر سا قؽرع   هرَسدًظش خػ  ّب شُیدای  ّوِ کِ يیا يیچٌ ّن)چشا؟(  کٌٌذ یهسا قؽع  هَسدًظشکٌٌذ ٍ ّوگی خػ  دیگش سا قؽع ًوی

  شًذیگ یهثِ هشکضیت خػ قشاس  4داخل ًَاسی ثِ پٌْبی  یکل ثِ ّب شُیداکِ ّوِ  دّذ یه
اص ًرَاس   1112ت کرِ ؼرَل   ًتیوِ گشف تَاى یه شدیگ یهقشاس  هتش یسبًت 1111ّب دسٍى ؼَل  هَسچِ ی ّوِاگش فشض کٌین کِ سش ثب فشض خلف 

 یّب شُیداهشثع است کِ اص هووَن هسبحت  هتش یسبًت 4114دسٍى آى ثبشٌذ  اهب هسبحت ایي ًبحیِ  یکل ثِ ّب شُیداٍجَد داسد کِ ّوِ  هَسدًظش
)دسٍى ایي ًبحیِ  )1390  است ٍ ایي تٌبقط است  تش کن4367

  دّذ یهثْتشی ًیض  یّب کشاىی ٍجَد داسد کِ  هسئلِدیگشی ًیض ثشای ایي  یّب حل ساُتَظیح: 
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 اسرت  السربقیي  هتسربٍی یرک هثلرث    BEG  دس ایي صرَست  ثگیشیذ BCًسجت ثِ ظلع  Eی  سا قشیٌِ ًقؽِ Gاٍل  هؽبثق شکل  حل ساُ

(BE=BG کِ یک )ِی داسد  دسجِ 61 ی صاٍی 

ABC
EBG( )90 60

2
 

هیبًرِ ّوربى    يیالسبق یهتسبٍدس هثلث  کِ يیااص ایي هثلث ثگیشین ثب تَجِ ثِ  BGسا ٍسػ ظلع   Mاست  اگش  الاظلان یهتسبٍپس ایي هثلث 

EMاست بن است، BG  ٍوِیدسًتBEM BD  پس کبفی است ًشبى دّین کِ 30 BM     ِثشای ایي هٌظَس تَجرِ کٌیرذ کر

  اهب اص ؼشف دیگرش ثرب تَجرِ ثرِ     BD=DHثبشذ،  ACثش  Dپبی عوَد ٍاسد اص   Hاست  پس اگش  A یِ یصاٍسٍی ًین سبص  Dی ی  ًقؽِ

DHعوَد است،  ACثش  DH کِ يیا DC پس دس کل  BD DCدّذ کِ  ایي ًشبى هیD  ٍB  عوَدهٌصرف  ؼرشف  کیر دس BC 

 خرػ  پربسُ سٍی  D وِیدسًت  کٌذ یهقؽع   Mی ٍسؽش یعٌی  سا دس ًقؽِ BG، ؼجق قعیِ تبلس BC عوَدهٌصفکِ  نیداً یهقشاس داسًذ  اهب 

BM  قشاس داسد ٍ لزاDB BM  ٍِسسذ  اثجبت ثِ پبیبى هی تیتشت يیا ث 
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  α نیدّر  یهًوبیش Iاست سا هؽبثق هعوَل ثب  BE  ٍADهحل تقبؼع  ٌوبیاکِ دس  ABCی هحبؼی داخلی هثلث  دٍم  هشکض دایشُ حل ساُ

BACسا ثشاثش 
1
2

 ثگیشیذ  دس ایي صَست داسین: 

KLHDA LD NIDL. .. VH FVHFV       :ثگیشیذ  دس ایي صَست داسین 

CBA
IBD IBA

CBA
CEB CBE

90 90 90 30 60
2

90 90 90 30 60
2

 

BEC  ٍBED ،CEBثٌبثشایي دس دٍ هثلث  EBD 60   ٍBE       ظرلع هشرتشه ّرش دٍ اسرت ِ EBC اصآًوبکر 30 

BDاست  کبفی است ًشبى دّین کِ  CE  نیداً یهٍلی
BD

AB
tan  ٍ

EC

BC
tan(  پس 30(

BD CE AB

AB

BC

tan tan

.tan

sin( )
tan tan

sin( )

sin sin( )
tan

cos sin .cos

sin( ) cos .tan

(sin .cos( ) sin .sin( ) cos( ) tan

(sin tan ).cos(

2

30

30

120 2
30

2

120 2
30

2

120 2 2 30

120 2 120 2 1 2 30

120 30 ) cos .sin( ) tan2 120 2 30

 

  نیکٌ یهاست بدُ  َاستضش ایي حکن هعبدل آخش ًبهسبٍی کَشی حبل ثشای ًشبى دادى

((sin tan ).cos( ) cos .sin( ) tan )

((sin tan ).cos( ) cos .sin( ) tan )

( ) ( ) tan ( )

2

2

2 2 2

120 30 2 120 2 30

120 30 2 120 2 30

3 3 1 3 1 1
30

2 3 2 36 4 3  
 

3- 
 

،iکِ ایي دًجبلِ اکیذاً صعَدی است  ثشای ایي هٌظَس ثِ ثشّبى خلف فرشض کٌیرذ کرِ ثرشای یرک عرذد ؼجیعری         دّین هیاثتذا ًشبى 

i i
a a P، سا ثشاثش Pلثرذد اٍل ثضسگ هرحبل ثشای یک ع  1 i   قشاس دّیذ  دس ایي صَستi j  ٍعلیِ هقسَماٍل است ٍ تٌْب د 

داسد  پس 
i j
a a  ٍیدسًتداسد ٍ  ِیر عل هقسَمّن تٌْب د ِ اٍل اسرت  اهرب    ور

i j i j
a a a a1   لرزا ٍ

i j
a a1    ٍ ُّرن اٍل ثرَد

iداسد  پس  ِیعل هقسَمدٍ  وِیدسًت j p1  ّن اٍل است کِ اهکبى ًذاسد  1

pسا ثشاثش   i ٍjحبل  piیک عذد اٍل است قشاس دّیذ  دس ایي صَست  pکِ  22 j 12p داسد   ِیعل هقسَم 

پس تٌْب 
i
a2  ّن ثبیذP ی داشتِ ثبشذ  حبل اگش توضیِ ِیعل هقسَم

i
a2 صَست ثِ  ثِ عَاهل sa a a

s
p p...1 2

 ثبشذ، ثبیذ داشتِ ثبشین: 22

s
a p( )( )...( )1 21 1 1 

پررس تٌْررب یکرری اص 
i

1 ًبچرربس ثررِ ّررن آىاص یررک ثبشررذ ٍ  تررش ثررضسگ تَاًررذ یهررّررب 1 p1اسررت  پررس  1  وررِیدسًتٍ  1
p

i p
a a 2

2 2 عذد صحیح هثل  تیًْب یثاکیذاً صعَدی اص اعذاد صحیح داسین کِ دس  یا دًجبلِحبل  2
k
a k k,    شذُ اسرت  دس ایري

ِ  ای کِ دس ایي خبصیت صذق هی صَست ایي دًجبلِ هوجَس است ثشای ّش عذدی ایي خبصیت سا داشتِ ثبشذ  پس تٌْب دًجبلِ ی اعرذاد   کٌذ دًجبلر

 ؼجیعی است 



 
 

 

5 
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فشض کٌیذ اعذاد حقیقی 
n

a a a, ,...,1  :ی سا ثشآٍسدُ کٌٌذ  دس ایي صَست ششغ هسئلِ 2

n
n

a a a n... ...2 2 2
1 220 1 1 1  

nپس  nًشبى دّین کِ  نیخَاّ یه 21  جَاة است  ثشای ایي هٌظَس فشض کٌیذ 22

a a a...1 2 21
 

a( ثبشررٌذ کررِ  -1،1) ی ثرربصُتعررذادی عررذد حقیقرری دس    a a...1 2 21 0  ٍa a a2 2 2
1 2 21 ، حرربل دقررت کٌیررذ کررِ    20

a a a
a a

...1 2 21
1 2121

aپس   a1 عذد هوکري ثرب ایري خبصریت اسرت       يیتش کَچک 21 کِ يیااص ؼشفی ثب تَجِ ثِ  210

اص   کذام چیّ
i
a ص ش ثبشٌذ  ثٌبثشایي عذد ؼجیعی هشخص تَاًٌذ یًوّبk ٍِجَد داسد ک 

k
a a a a... ...1 2 1 21 11 

kاگش  kثشای ّش  آًگبُ، 10 i1 ثبیذ  21
i
a0  وِیدسًتثبشذ ٍ  1

i i
a a,  حبل داسین: 20

k k

k k

k k

a a a a a a a

a a a a

a a a a a

k

... ( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... )

21

2 3 2 2 2 2 2
1 2 1 1 21
2 2
1 1 21
2 2
1 1 2

20

2 20

 

kکِ یک تٌبقط است  اگش ّن   ی دًجبلِ، ثب دس ًظش گشفتي 11
i
a ِیجب ث 

i
a  پس نیسس یهٍ تکشاس استذلال ثبلا ثِ تٌبقط  n تَاًرذ  یًو 

nثبشذ ٍ لزا  21ثشاثش  nثشای  22  سا داسد  شذُ خَاستِصیش ششایػ  ی دًجبلِّن  22

a a a a a a... ...1 2 11 12 13 22

11
10

 

 است  22ی  پس پبسخ هسئلِ
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n2ثشاثش  کوبى يیسًگکِ حذاکثش تعذاد سٍصّبی عوش  نیدّ یهًشبى  nثب استقشا سٍی  هختلرف سا  ّبی است  ثشای ایي تعذاد سٍص اگش سًگ  1

,nّبی  ثب شوبسُ ,,...,1 n2َل آى ثشاثشرکِ ؼ برّ گرسًش اص رصی ی دًجبلًِوبیش دّین،  2  سا داسد  شذُ خَاستِخبصیت  َحرٍظ  ثِت راس  1

n n n( , ,...., , , ,..., )1 2 1 1 1  

nدس حبلت  ّ  یهر دسست ثبشرذ ٍ   nاص  تش کنحکن کبهلاً ثذیْی است  حبل فشض کٌیذ کِ حکن ثشای اعذاد  1  nحکرن سا دس حبلرت    نیخرَا

 ًتیوِ ثگیشین 

 یّب شوبسُسٍص ثب  kثبشذ ٍ دس  R کوبى يیسًگفشض کٌیذ سٍص اٍل 
K

R R R, ,...,1 R1ایي سًگ سا داشتِ است )ؼجیعتبً  2  است!( 1

R یّب ثبصُاص  ّشکذامحبل  R( , )1 2،R R( , )2 3 ،
K K
R R( , )1  ٍ

K
R(  ی ثربصُ سا دس ًظش ثگیشیذ  )هٌظَس اص 0(...,

i i
R R( , سٍصّربی ثریي    1(

سٍص 
i
R ٍ ام

i
R شربهل   ی ثبصُ سشٍتِی دس هَسد ایي دٍ سٍص ٍ  ثبشذ، فشض هسئلِ کشًگیهختلف داسای  ی ثبصُاست ( اگش پشًذُ دس سٍص دس دٍ  1

 هختلف داسًذ  یّب سًگهختلف  یّب ثبصُ  ثٌبثشایي خَسد یهسٍص اٍل ثِ ّن 

i
C  کرِ اص سٍص  یا ثربصُ دس  کوبى يیسًگثگیشیذ کِ  ییّب سًگسا ثشاثش تعذاد

i
R   یًت  ؼجرق  شدیر گ یهر ثرِ خرَد    شرَد  یهر شرشٍن ِ ثربلا ثبیرذ    ی ور

k
i i
C n1  کِ يیاثبشذ  ثب تَجِ ثِ  1

i
C n  کرِ اص   یا ثربصُ ؼجق فشض استقشا تعذاد سٍصّبی

i
R   حرذاکثش ثشاثرش    شرَد  یهر شرشٍن

i
C2  کوبى يیسًگآخش هوکي است ثشاثش ص ش ثبشذ کِ دس ایي صَست تعذاد کل سٍصّبی عوش  ی ثبصُاست  تٌْب دقت کٌیذ کِ تعذاد سٍصّبی  1

kحذاکثش 
i i

k C n( )1
1 2 1 2 حرذاکثش   کوربى  يیسًگر د ًرب صر ش ثبشرذ تعرذاد سٍصّربی عورش       است  دس غیش ایي صَست کِ تعذا 1

k
i i

k C n n( )1 2 1 2 2 2  است  1
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ِ  Xایي ظلع ثبشذ   عوَدهٌصف BC  ٍaٍسػ ظلع  Mفشض کٌیذ کِ  ِ ثگیشیرذ ٍ   a  ٍIی ی تقربؼع   سا ًقؽر فرشض کٌیرذ    عرلاٍُ  ثر

ABC MXE,ٍACB   ثبشذY ِخػ پبسُی ای سٍی  سا ًقؽ DE ذ کِ ثگیشیEY=EC ٍ  Z   ٌِقشی 

ِ دس ایري صرَست    اسرت (  lسٍی خرػ    Zثبشذ  )پس  BC عوَدهٌصفًسجت ثِ   Yی ًقؽِ ِ   BCYZ یچْبسظرلع  ٍظرَح  ثر ی یرک رٍصًقر

 lثرب خرػ    یچْبسظرلع هحیؽی ایي  ی شُیدا( Zی ی تقبؼع دٍم )غیش اص  سا ًقؽِ Kهحبؼی است   یچْبسظلعیک  وِیدسًتٍ  يیالسبق یهتسبٍ

کرِ ثرب ایري     نیکٌر  یهر خَاّذ ثَد ( ادعرب   Zّوبى  Kهوبس ثبشذ کبهلاً هشبثِ است  دس ایي حبلت  lثگیشیذ  )اثجبت دس حبلتی کِ ایي دایشُ ثش

Dششایػ  B DK  است 

CED MCE CMX MXE y y

CED
CYE

( ) ( )

( )

360 360 180 90 90

180 180 90
45 1

2 2 2 2

 

 است،  يیالسبق یهتسبٍ ZXYهثلث  اصآًوبکِحبل 

CYZ( ),( ) ( ) ( )1 2 180 90 45 45
2 2 2 2

 

  CKZ وِیدسًتسا هعشفی کشدین هحبؼی است ٍ  Kکِ  یا ًحَُثب تَجِ ثِ  CYKZ یچْبسظلع
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 : وِیدسًت
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CEپس ًشبى دادین کِ هثلث K  وِیدسًتاست ٍ  يیالسبق یهتسبٍیک هثلث CE KE  ِثبثت کرشد کرِ    تَاى یهثِ ؼشیق کبهلاً هشبث

BD KD  ثٌبثشایي دس کل ٍD E DK KE BD CE  ٍِشَد یهاثجبت کبهل  تیتشت يیا ث  
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